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VEKTORLER

Bu derste;

»Kartezyen Koordinat Sistemi,

»Kutupsal Koordinat Sistemi,

»Skaler ve Vektorel Nicelikler,
»Yerdegistirme ve Vektor,

»Vektorlerin Cebir Kurallari,

»Bir Vektorun Dik Bilesenlere Ayriimasi,
»Analitik Yonteme Gore Vektorleri Toplama

ile ilgili konular anlatilacaktir.

Dersin Hedefi

Bu dersi tamamladiginizda,
v'Koordinat sistemlerini,

v'Vektorleri ve vektorlerin cebir kurallarini
ogrenmisg olacaksiniz.
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2.1 Koordinat Sistemleri

Koordinat Sistemleri uzayda bir noktanin yerini tanimlamak icin kullanilan araglardir.
Bu derste,

»Kartezyen Koordinat Sistemi
»Kutupsal Koordinat Sistemi

olmak Uzere iki koordinat sisteminden bahsedecegiz.

2.1.1 Kartezyen Koordinat Sistemi

Derslerimizde siklikla kullanacagimiz uygun bir koordinat sistemi KARTEZYEN (DIK)
KOORDINAT SISTEMI'dir. Bir dogru lzerinde bir noktanin yeri, bir diizlemde bir noktanin yeri
ve bir uzay icinde bir noktanin yeri sirasiyla BIR BOYUTLU, IKI BOYUTLU ve UC BOYUTLU
KARTEZYEN KOORDINAT SISTEMI ile tanimlanir.
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Boyle bir koordinat sistemi, orijin adi verilen ve O ile gosterilen bir
baslangi¢ noktasi ile birlikte oOlgekli ve X, y, z ile adlandiriimis birbirlerine &5
dik dogrultulari igerir. Bu dogrultular veya eksenler Gzerinde O orijinin

sagina dogru artan pozitif sayilar ve soluna dogru azalan negatif sayilar

bulunur. Ayrica, metre gibi bir uzunluk birimi eklenir.

Herhangi bir P noktasinin yeri bir boyutlu halde bir koordinat (x) ile, iki boyutlu
halde iki koordinat (x,y) ile ve U¢ boyutlu halde Ug¢ koordinat (x,y,z) ile tanimlanir.
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2.1.2 Kutupsal Koordinat Sistemi AR\
Duzlemde bir noktanin yeri (r,q) ile gosterilen @
KUTUPSAL KOORDINATLARLA da tanimlanabili. Bu
sistemde, bir x referans dogrultusu ve Uzerinde bir O orijini
alinir. g, +x dogrultusu ile yelkovanin donme yonunun tersi
yonunde pozitif olarak olculen acidir. r ise, q dogrultusunda
orijine olan uzakhktir. Yandaki sekilde, +x dogrultusu ile q acisi
yapan dogrultu Uzerine O orijininden r kadar uzakliktaki bir P
noktasi gosterilir.

2.1.2.1 Kartezyen Koordinat Sistemi ile Kutupsal Koordinat
Sistemi Arasindaki lligki

Iki boyutlu kartezyen koordinat sistemi ile kutupsal koordinat
sistemi arasindaki iligkiyi anlamak uzere, dizlemdeki bir P
noktasi icin (x,y) kartezyen koordinat ¢iftini ve (r,q) kutupsal
koordinat ¢iftini goz ontine alalim.

Sekildeki dik Uggende g acisinin trigonometrik fonksiyonlari
tanimlarindan,

X = r.cosf (2.1)

y = r.sin® (2.2)

bagintilari elde edilir. 4
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Bu bagintilar, (r,q) kutupsal koordinatlarina sahip bir P noktasinin / __
(x,y) kartezyen koordinatlarini bulmamizi saglar.

Ters donugum bagintilari kolayca turetilebilir:

¥ ¥
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Sekilde gosterilen dikdorigen seklindeki bir masanin dzerinde bulunan sinegin yerinin kartezyen
> koordinatian cm cinsinden {30,40) oclarak veriliyor. P noktasindaki sinedin masanin kdsesinden olan r

uzakligini ve x ile gosterilen kenar ile QP dogru pargasinin yaptig & acisini bulunuz.

AV fcm)
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Bir onceki ormekteki sinek, (60 cm, 30"} kutupsal koordinatlari ile verilen bir R noktasinda bulunursa,
sinegin konumunun kartezyen koordinatlarin bulunuz.
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2.2 Fiziksel Nicelikler £ & %)
Fizik derslerimizde karsilasacagimiz fiziksel nicelikleri iki gruba "(ﬁ-\
aylirabiliriz.

»SKALER NICELIKLER
»>VEKTOREL NICELIKLER

2.2.1 Skaler ve Vektorel Nicelikler

SKALER NICELIK, bir say! ve bir birim ile tam olarak tanimlanabilen niceliktir. Bir
ekmegin kutlesi 450 gram, odanin sicakhgi ., bir motorun guct 7500 Watt gibi
tanimlamalar fizik bakimindan eksiksiz tanimlamalardir. Onun icin, kutle, sicaklik,
uzunluk, gug, is, enerji gibi nicelikler skaler niceliklerdir. Skaler niceliklerin cebirsel
islemleri reel sayilara ait cebir kurallarina gore yapilir.

VEKTOREL NICELIK, bir sayi ve bir birim ile birlikte bir yénlii dogrultu ile tam
olarak tanimlanabilen niceliktir. RUzgarin hizi, kuzeyden guneye dogru 40 seklinde
bir tanimlama eksiksizdir. Onun igin, hiz bir vektorel niceliktir. Ayrica, yerdegistirme,
ivme, kuvvet, momentum, elektrik alan, magnetik alan vektorel niceliklerdendir.
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2.3 Yerdegistirme ve Vektor

Bir vektorel nicelik olan yerdegistirmeyi inceleyelim. Bir cisim, agagidaki
sekillerde gosterildigi gibi, dogru boyunca, duzlemde veya uzayda bir O
baslangi¢ noktasindan harekete baslayip herhangi bir yol izleyerek P
noktasina gelirse, cismin O’ya gore yer degistirdigini soyleriz ve buna
YERDEGISTIRME deriz.

T ol
Vo
o .". —
OP P OF Y h
0 2 .r 0 X y
Dodru boyunca yerdedistirme Diizlemde yerdegistirme  Uzayda yerdedistirme

Bu yerdegistirme niceligi, O noktasi ile P noktasi arasindaki mesafeyi

(6rnegin 2 cm gibi) ve ayni zamanda O’dan P’ye dogru olan yonu de icerir. Bundan
dolayi, yerdegistirme vektorel bir nicelikti, O’dan P’ye cizilen bir ok isareti ile
gosterilirve =g seklinde yazilabilir.
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2.3.1 Bir Vektériin Ozellikleri —...:
|

Genel olarak, matematikte herhangi bir vektér « veya A gibi kugUk@
veya blylk harf Gzerinde bir ok ile veya koyu basiimis a veya A harfi
ile gosterilir. Bir « vektdérinin sayl ve birimle ifade edilen kismina
vektorin BUYUKLUGU veya SIDDETI adi verilir. z vektéranin

bayuklugu \5| semboll veya sadece ¢ ile gdsterilir.

2.4 Vektorlerin Cebir Kurallari ._{

=4

>1ki Vektorin Esitligi, \
>1ki Vektoriin Toplami,
»Bir Vektorun Negatifi,

Vektarin Ozellikleri

| Yoni |

»Vektorlerin Cikariimasi,

| Baslangic Noktasi |
»Bir Vektoru Skalerle Carpma, [ Biyukiugu veya Siddeti |

> Bir Vektorun Birim Vektoru

Bir « vektdrd bir ok isareti ile temsil edilir. « vektérinin bayuklagl ok
isaretinin boyu ile orantilidir. « vektérinin yonli dogrultusunu ok basi
isaret eder.
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2.4.1 1Iki Vektoriin Esitligi

a ye & vektdrlerinin baydkltkleri esit (@ =2) ve ydnleri ayni ise,
a ve 5 vektorleri ESITtir denir ve 2=% seklinde yazilir.

=L
Il
= gl B

B

=l

2.4.2 1ki Vektoriin Toplami

¢ vektord ile & vektorind toplama islemi «+# seklinde yazilir ve sonug olan vektor
bir - vektoradir, c=a+5.

: vektériine TOPLAM veya BILESKE VEKTOR adi verilir. Fizikte, 6rnedin, hiz
vektérl ile hiz vektéra toplanir.

Iki vektér geometrik olarak licgen ve paralelkenar yéntemlerine gére toplanabilir.
9
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—

B nal

Ikiden fazla vektéril toplamak icin lcgen yéntemni pespese uygulanir veya cokgen olustur- "fﬁ

+
ularak bileske vektor bulunur. Verilen a, b ve gveklﬁrlaﬂnin toplami asagidaki gibi gosterilir.

Analitik Yonteme gore vektorleri bilesenlere ayirarak toplama islemi bu dersin
sonunda tartigilacaktir. Vektorleri toplama islemine ait iki temel ozellik:

a+bh=b+a (2.5) | Dedisme Ozelligi

o+ {E+E] = (.:3+ E] +o (2.6) Birlesme Ozelligi

11
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2.4.3 Bir Vektorun Negatifi

buyldkligu « olan ve yonl z 'ya zit olan bir vektordur.

Diger bir tanimlama ile

&+{—&]=D [2-?)

dir.

2.4.4 Vektorlerin Cikarilmasi

L

-
=a

Verilen bir a vektériinden verilen bir £ vektoriind cikarma islemi z-% seklinde yazilir ve 2-2
vektorli @ ve (-2 'nin toplami olarak tamimlanir:

a—b=a+(—E

(2.8)

O halde, z-% vektdérli (cgen ydéntemine gbére, asadidaki animasyonda gdsterildigi gibi,

bulunabilir.

12
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2.4.5 Bir Vektorii Skalerle Carpma

Bir @ vektdérunl bir k skaleri ile carpma islemi ka seklinde gésterilir ve yeni bir vektdr elde
edilir.

e k pozitif ise, ka vektdrl a vektoril yoniinde ve ke blytklGgine sahiptir.
e k negatif ise, ka vektdril « 'nin zit yéninde ve ke buyukluglne sahiptir.

13
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| 2 vekidriinin 2 ile garpilmis halini gormek icin "Buton 1"e,

| & vektériniin — ;— ile carpilmig halini gérmek igin "Buton 2"ye tiklayimiz.
L

i ™

2a /. 1=
—_——
2

L -

2.4.6 Bir Vektdoriin Birim Vektorii

Buton |
_Buton 2

e

Bir @ vektdrinun birim vektdrd 4,, ¢ vektord yonunde ve blyakligu bir
birim clan bir vektdrdir:

Birim vektdr, ¢ vektdrl yoninde

ve blyikldgd bir binm olan
vektdrddr.
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+Z‘ . . o Birim vektdr tarmmindan, & vektdri birim vektdri cinsinden
I7 1= 1= %=
@ = dila
ln
k
P - seklinde yvazihr.
] J ¥ Kartezyen koordinat sistemlerinde pozitif yonld dogrultularnn  birim
vektdrlern ; :r ,ET; ile gosterilir.
+x 2.5 Bir Vektorii Dik Bilesenlerine Ayirma
Kartezyen koordinat Yandakl animasyonda gdstenldidi aibi, ki boyutlu kartezyen koordinat

sistemlerinde pozitif vonli

dogrultulann birim vektdrleri sisteminde +x dogrultusu ile & agisi yapan bir @ vektorind gdz dnune

i, j, k ile gosterilir. alalm. & vektérinin x ve v dodrultulan tzerindeki izdisumleri olan,
7| =a @r ve @y ile gdsterilen vektdrlere @ 'min DIK VEKTOR BILESENLERI
|| =a. adi verilir ve
|5_I;-|:“J'

B

Iﬂl:lﬂ'ﬁ"l‘lﬂ'l}l {1.1“}

yazilr.

> 15
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Diger taraftan, animasyondakl dik dcgende & acgisinin kosindsd ve
sindsU tarnmmlanndan,

@, = a.cosf (2.11)

.= sSin &
» (2.12)

badintilanm yazabilinz. Burada &, ve 2, skalerlerine a vektérindn
SKALER BILESENLERI adi verilir.

Avrnica, vyine animasyvondak sekilden wveya (2.11) wve (2.12)
denklemlerninden

2, _
tand = — weya d =tan™ | —
“x Fx (2.14)

16

badintilan bulunur.
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Sonuc olarak, (2.11) ve (2.12) badintlan & vektérinon @ bayaklago

ve £ yon bilgisi cansinden @, ve @, skaler bilegenlerini verirken, (2.13)

ve (2.14) badintilan ise, @, ve @, skaler bilesenleri cinsinden a
vektdrinin @ boyakligond ve B yon bilgisini verir.

(2.9) denklemi ile verilen binm vektdrin tammimna gdre,

yvazilir. Bunlan (2.10) denkleminde yerlerine koyarak

M - -

@ = rtay

(2.15)

elde edilir. Bu, bir & wvektérinon ki boyutlu kartezyen koordinat
sisteminde birm vektdrler cinsinden gdsternmidir.

17
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2.6 Analitik Yonteme Gore Vektorleri Toplama

+_}f..l. +_}Jj.

Iki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde verilen

— -

ar=aita,j ve  by=hith |
vektdrlerinin toplam veya bileske vektdrd » olsun.

18
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O halde,
c=a+h Veyd
ey +yd = (@ + B+ (@, +By) ]
elde edilir.

Buradan, bileske vektor E'rlirl skaler bilesenler

c, =, th

=a +
.:?.:IE:-JJ

bulunur.

19
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Baylece, - bileske vektérinon biyuklagi

=ity = Jla,+8) (g, +8y) (2.16)

ve +x% ekseni ile yaptid & acisinin tanjanti

(2.17)

olarak bulunur.

20
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Boliim Ozeti

¢ Iki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde bir noktanin yeri
uzunluk birimi cinsinden (x,y) reel say cifti ile tarmmlarnir.
e Kutupsal koordinat sisteminde r uzunluk cinsinden ve & ac olmak

Uzere (r, &8 reel say cifti bir noktanin yverini tarmmlar.

« Bu ki koordinat sisteminde, venlen bir P noktasina ait (x,y) cifti ve
(r.&) cifti arasindaki bagintilar:

¥ =prcosd o=

¥ =rsinf tan @=2
X

¢« Fiziksel nicelikler iki gruba aynhirlar:

1. Skaler MNicelikler
2. Vektdrel Nicelikler

21
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¢ Skaler niceliklerle cebirsel islemler reel sayilarin cebir kurallarina

gore yvapihrlar. _

e Vektdrlenn cebir kurallan cok farkhdir. Ik vektdr docgen, paralelkenar
ve analitik toplama yvontemlenne gdre toplanir.

e Analitik yonteme gore ki vektoru toplamak icin dnce her bir vektdr
dik bilesenlernine aynhr sonra x bilesenlen ve v bilesenlen ayn ayn
toplanarak bileskenin x ve y bilesenlen bulunur:

a 'nin bilegenler a, VE d,

b 'nin bilegenlen & wve &,

o=+ & nin bilesenlern: & = d; + &, Oy =y +E:'
- e - oo _ a a
¢ nin buydkldga: ¢ = e tog

i

E'r‘lin dodrultusu: tan & = -

Cx

22
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EXAMPLE 3.1 Polar Coordinates

The cartesian coordinates of a point in the xy plane are  Solution
(x y) = (—3.50, — 2.50) m, as shown in Figure 3.3. Find the

polar coordinates of this point. r=vVa2 + ¥ =V(=350m)? + (-250m)2= 4.30m
lym)| | | | [ | 5 y _ —250m _ i
T —anem

EEEErCSunumu

Xl
Note that you must use the signs of x and y to find that the
i point lies in the third quadrant of the coordinate system.
A0 250 — T Thatis, # = 216" and not 35.5°,

ﬁgure 3.3 Finding polar coordinates when cartesian coordinates
are given.

23



Fizik | (Vektorler) - Ders sorumlusu: Yrd.Dog¢.Dr.Hilmi Kuscu

EXAMPLE 3.2

A car travels 20.0 km due north and then 35.0 km in a direc-
tion 60.07 west of north, as shown in Figure 3.12. Find the
magnitude and direction of the car’s resultant displacement.

A Vacation Trip

Solution In this example, we show two ways to find the re-
sultant of two vectors. We can solve the problem geometri-
cally, using graph paper and a protractor, as shown in Figure
3.12. (In fact, even when vou know you are going to be carry-

50 i x(km)

Figure 3.12 Craphical method for finding the resultant displace-
ment vector R = A + B.

ing out a calculation, vou should sketch the vectors to check
vour results.) The displacement R is the resultant when the
two individual displacements A and B are added.

To solve the problem algebraically, we note that the magni-
tude of R can be obtained from the law of cosines as applied
to the uiangle (see Appendix B.4). With 8 = 180° — 60° =
1207 and R* = A® + B* — 24B cos §, we find that

R=4vA% + B — 94B cosf

= (20.0 km)? + (35.0 km)? — 2(20.0 km) (35.0 km)cos 120°
= 482km

The direction of R measured from the northerly direction
can be obtained from the law of sines (Appendix B.4):

sinf3  sin
B R
B 25.0 km
sin f = —sin # = —— sin 120° = (LG29
B R 48.2 km
B= 389°

The resultant displacement of the car is 48.2 km in a direc-

ton 38.9° west of north. This result matches what we found
graphicallv.

24
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EXAMPLE 3.3 The Sum of Two Vectors

Find the sum of two vectors A and B Iyving in the xy plane and
given by

A= (200 +2.0))m and B = (200 — 40j) m

Solution Comparing this expression for A with the gen-
eral expression A = A,i + A4, j, we see that 4, = 2.0 m and
that 4, = 2.0 m. Likewise, B, = 2.0 m and B, = — 4.0 m. We

obtain the resultant vector R, using Equation 3.14:

BR=A+B={204+ 20im+ (2.0 — 4.ﬂ)j m
= (4.0i — 2.0§) m

H,=40m R, = —2.0m

The magnitde of R is given by Equation 3.16:

R=VRZ+ RI=(40m)® + (—2.0m)2 =20 m

= 4.5m

We can find the direction of R from Equation 3.17:

RJ. —2.0m
tan # = = = — (.50
R, 4.0 m

Your calculator likely gives the answer —27° for 6=
tan”!(— 0.50). This answer is correct if we interpret it to
mean 277 clockwise from the x axis. Our standard form has
been to quote the angles measured counterclockwise from

the + x axis, and that angle for this vector is § = 333",

25
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EXAMPLE 3.6 Let's Fly Away!

A commuter airplane takes the route shown in Figure 3.20.
First, it flies from the origin of the coordinate system shown
to city A, located 175 km in a direcdon 30.0° north of east.
Next, it flies 153 km 20.0° west of north to city B. Finally, it
flies 195 km due west to city C. Find the location of city C rel-
ative to the origin.

Solution It is convenient to choose the coordinate svstem
shown in Figure 3.20. where the x axis points to the east and
the y axis points to the north. Let us denote the three consec-
utive displacements by the vectors a, b, and ¢. Displacement a
has a magnitude of 175 km and the components

i, = @ cos{30.07) = (175 km) (0.866) = 152 km
iy = @ sin(30.0°)y = (175 km) (0.500) = 87.5 km

| | yikm)
C | | 95
L
i
200
150
A
- 01
i
30.0° |

Fikmy
| 5O | 10w) | 150 | S !

Figure 3.20 The airplane staris at the origin. flies first to city A,
then o city B, and finally wo city C.

Displacement b, whose magnitude is 153 km. has the compo-
nents

b, = bcos(110°) = (153 km)(—0.342) = —52.3 km
b, = bsin(110°) = (153 km)(0.040) = 144 km

Finally, displacement ¢, whose magnitde is 195 km, has the
COMpPOnNents

o, = ccos(1807) = (195 km)(—1) = — 195 km
Oy = csin( 1807y = 0

Therefore. the components of the position vector R from the
starting point to city C are

R.=m=a,+ 6,4+, =152km — 523 km — 195 km

= —95.3km

R =-:zj+bj.+ c:,=8’?.51;r11+ 144 km + 0

= 232 km

In unit—vector nowton, R = (—95.31 + 232j) km. That

is. the airplane can reach city C from the starting point by
first traveling 95.3 km due west and then by traveling 232 km
due north.

Exercise Find the magnitude and direction of R.

Answer 251 km, 22.3° west of north.

26



